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XBSET 5IF HBT UIFO BDDVNVMBUFT CFUXFFO UIF DPMPOJFT XJUIJO UIF
QPSF TQBDF MFBEJOH UP MPDBM BOJTPUSPQJFT PO UIF NJDSPTDBMF JO UIF
FMTFXIFSF XBUFSTBUVSBUFE TFEJNFOU 0TDJMMBUJOH XBUFS GMPX GSPN
UJEBM DVSSFOUT NBZ HJWF SJTF UP DZDMJD TUSFTTJOH DBVTJOH UIF VOEFS
MZJOH TFEJNFOUT UP MJRVFGZ EVF UP UIF PTDJMMBUJOH QPSF QSFTTVSF 5IF
MJRVFGJFE TBOE MBZFS JT BTTVNFE UP CF TFWFSBM DFOUJNFUFST UIJDLXJUI
UIF PWFSMZJOH NBU CFJOH VQ UP DN UIJDL 5IF PTDJMMBUPSZ QSFTTVSF
DIBOHFT JOEVDF SJQQMF TUSVDUVSFT JO CPUI UIF MJRVFGJFE TBOE BOE
NJDSPCJBM NBU 5IF XBWFMFOHUI PG UIF SJQQMFT JT PO UIF PSEFS PG N
GPS UIF TBOE BOE B GFX DFOUJNFUFST GPS UIF NBU 5IF SJQQMF QBUUFSO
JO UIF NBU JOEVDFT GVSUIFS MPDBM WBSJBUJPOT JO UIF QPSF QSFTTVSF
DBVTJOH TFFQBHF BOE HSBJO MJGUJOH *G UIF -4 MBZFS CFDPNFT WFSZ
UIJO UIFO SFQMJDBUJPO PG UIF PWFSMZJOH TNBMM XBWFMFOHUI NJDSPCJBM
SJQQMFT DBO PDDVS JO UIJT VOEFSMZJOH MJRVFGJFE MBZFS 5IJT DPOEJUJPO
JT TBUJTGJFE QFSJPEJDBMMZ BU UIF TFBXBSE CPVOEBSZ PG UIF NBU EVSJOH
FBDI UJEBM DZDMF
*O UIF NPEFM PG 1PSBEB FU BM 	
 UIF TNBMMTDBMF SJQQMF
QBUUFSOT BSF JOEVDFE BU UIF CPVOEBSZ CFUXFFO UIF PWFSMZJOH NBU
BOE UIF VOEFSMZJOH TFEJNFOU 0CTFSWBUJPO PG NPEFSO NJDSPCJBM
NBUT IPXFWFS TVHHFTUT UIBU JU JT OPU BMXBZT QPTTJCMF UP NBLF B
DMFBS EJTUJODUJPO CFUXFFO UIFTF UXP MBZFST .BUT BSF PGUFO TFFO
UP EFWFMPQ GSPN CJPGJMNT UIBU JOJUJBMMZ GPSN BSPVOE JOEJWJEVBM
TFEJNFOU HSBJOT BOE TVCTFRVFOUMZ HSPX UPHFUIFS JOUP B UIJDL
MBZFS )FODF UIF TFEJNFOUT BSF BO JOUFHSBM QBSU PG UIF NJDSPCJBM
NBU 5IJT JT UIF DBTF JO QBSUJDVMBS GPS NBUT HSPXJOH BGUFS TUPSN
GMPPET CFDBVTF UIFO NJDSPCFT BOE NJOFSBM QBSUJDMFT BSF TJNVMUB
OFPVTMZ EFQPTJUFE CZ TFEJNFOUBUJPO *U TIPVME CF OPUFE UIBU TVDI
FWFOUT BSF UIPVHIU UP CF GBWPSBCMF GPS UIF TDFOBSJP FOWJTBHFE CZ
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
1PSBEB FU BM 	
 BT UIFZ QSPWJEF UIF JODSFBTFE XBUFS IFBE UIBU
JT OFDFTTBSZ UP DSFBUF BRVFPVT GMPX CFMPX UIF..XIJDINBZ MFBE
UP GMVJEJTBUJPO PG UIF TFEJNFOU
 5IF 0TDJMMBUPSZ 'MPX 	0'
 .PEFM
*O B SFDFOU QVCMJDBUJPO 	.BSJPUUJ FU BM 
 .BSJPUUJ BOE
DPXPSLFST QSPQPTFE B OFX NPEFM UIBU DPOTJEFST UIF FGGFDU PG UIF
PTDJMMBUJOH GMPX 	0'
 BU UIF CPUUPN PG B XBUFS CPEZ EVF UP PDDB
TJPOBMMZ FYDJUFE TVSGBDF XBWFT 5IFZ BSHVFE UIBU JO UIF QSFTFODF PG
MVNQT PGNJDSPCJBM BHHSFHBUFT XIJDI GSFRVFOUMZ SFTJEF DMPTF UP UIF
TFB GMPPS EVF UP UIFJS CFJOH TMJHIUMZ IFBWJFS UIBO UIF TVSSPVOEJOH
XBUFS MJHIU NPUJPO PG UIF XBUFS NBZ MFBE UP SJQQMF QBUUFSOT JO UIF
TBOE BU UIF CPUUPN WFSZ SFNJOJTDFOU PG XIBU XF GJOE BT ,JOOFZJB
JO UIF GPTTJM SFDPSE
 5IF .FDIBOJTN
5IF NFDIBOJTN XPSLT BT GPMMPXT .JDSPCJBM NBUFSJBM TFUUMJOH UP
UIF TFB GMPPS XJMM QSFEPNJOBOUMZ BDDVNVMBUF JO UIF USPVHIT PG UIF
TFEJNFOU CFEEJOH "OZ 'PVSJFS DPNQPOFOU JO UIF UPQPHSBQIZ PG
UIF TFB GMPPS UIVT MFBET UISPVHI UIF FGGFDU PG HSBWJUZ UP B DPSSF
TQPOEJOH NPEVMBUJPO PG UIF EFOTJUZ PG UIF NJDSPCJBM BHHSFHBUFT
8IFO UIF MBUUFS BSFNPWFE CBDL BOE GPSUI JO BO PTDJMMBUPSZNBOOFS
XJUI BO BNQMJUVEF B POMZ 'PVSJFS DPNQPOFOUT CFMPOHJOH UP B
XBWFMFOHUI λ= B 	PS NVMUJQMFT UIFSFPG
 XJMM MFBE UP BO BWFS
BHF EFOTJUZ WBSJBUJPO VOEFS UIJT NPUJPO "T B DPOTFRVFODF UIF
TMJHIU CVPZBODZ EJGGFSFODF CFUXFFO UIF XBUFS BOE UIF NJDSPCJBM
BHHSFHBUFT XJMM PWFS UJNF MFBE UP BO FOIBODFNFOU PG QFSJPEJD
EFQSFTTJPOT UIBU IBWF UIF DPSSFTQPOEJOH TQBDJOH )FODF BOZ JOJ
UJBM WBSJBUJPO JO UIF TFBGMPPS UPQPHSBQIZ XJUI B XBWFMFOHUI OFBS
B IBT B QSPQFOTJUZ UP CF BNQMJGJFE *UT BNQMJUVEF XJMM UIVT HSPX
XJUI UJNF BOE B XFMMEFGJOFE SJQQMF XJUI B XBWFMFOHUI PG λ≈ B
JT FYQFDUFE UP FNFSHF
5IJT JT PCTFSWFE JO UIFJS FYQFSJNFOUT 5P NPEFM B TIBMMPX UJEBM
QPPM MBHPPO PS MBLF UIF BVUIPST VTFE B ≈ DNMPOH XBUFS
UBOL 5IF DPOEJUJPOT PG XBUFS GMPX BU UIF CPUUPN XFSF BEKVTUFE
CZ WBSZJOH UIF BNQMJUVEF PG B TMPTIJOH NPUJPO JOEVDFE FYUFSOBMMZ
PO UIF XBUFS JO UIF UBOL 5IFZ MFU BHHSFHBUFT PG NJDSPCJBM NBUUFS
TJOL UP UIF CPUUPN PG UIF DPOUBJOFS "GUFS  I PG TMPTIJOH XJUI
B DPOTUBOU BNQMJUVEF SJQQMFT SFNJOJTDFOU PG ,JOOFZJB JOEFFE
GPSNFE 	DG JOTFU PG 'JHVSF 

 1SFEJDUJPOT PG UIF .PEFM
*O PSEFS UP BTTFTT UIF QSFEJDUJWF QPXFS PG UIJT NPEFM XF IBWF UP
UBLF B DMPTFS MPPL BU UIF FYQFSJNFOUBM DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI JU
IBT CFFO UFTUFE 5IF HFPNFUSZ PG UIF DPOUBJOFS EFUFSNJOFE UIF GSF
RVFODZ PG TMPTIJOH BOE IFODF PG UIF MJRVJE NPUJPO UIF NJDSPCJBM
BHHSFHBUFT FYQFSJFODFE BU UIF CPUUPN PG UIF DPOUBJOFS *O B GJFME
TJUVBUJPO IPXFWFS UIFSF JT OP TVDI HFPNFUSJD MJNJUBUJPO BOE UIF
MJRVJENPUJPO FYDJUFE CZ XJOE BOE UJEBM DVSSFOUT XJMM FYUFOE PWFS
B TQFDUSVN PG GSFRVFODJFT *U JT XFMM FTUBCMJTIFE UIBU XBWFT PO EFFQ
XBUFS DBO CF SFQSFTFOUFE CZ UIF TPDBMMFE 1JFSTPOo.PTLPXJU[
TQFDUSVN 	-JV  #FSHEBIM 

41.(ω) ∝ ω−exp−βω− , 	

XIFSF 4 JT UIF TQFDUSBM EFOTJUZ PG UIF NFBO TRVBSF BNQMJUVEF ω JT
UIF 	BOHVMBS
 GSFRVFODZ PG UIF XBWFT BOE β JT B GJUUJOH QBSBNFUFS
'*(63&  ] 	"
 4LFUDI PG MVNQT PG NJDSPCJBM NBUFSJBM BU UIF TFB GMPPS BHJUBUFE
JO BO PTDJMMBUPSZ NBOOFS XJUI B QFBLUPQFBL BNQMJUVEF JOEJDBUFE CZ UIF
EPVCMF BSSPX (SBWJUZ BDDVNVMBUFT NJDSPCJBM NBUFSJBM JO UIF USPVHIT PG UIF TFB
GMPPS QSPGJMF BOE UIF MVNQT UIVT GPSNJOH EFFQFO JO UVSO UIF TFB GMPPS USPVHIT
	#
 5IF PSCJUBM WFMPDJUZ TQFDUSVN 	TPMJE DVSWF
 BOE JUT MJNJU EVF UP XBWF
CSFBLJOH 	EBTIFE DVSWF
 5IF JOTFU TIPXT B UPQ WJFX PG B SJQQMF PCUBJOFE JO
UIF DPSSFTQPOEJOH FYQFSJNFOUT <BEBQUFE XJUI NPEJGJDBUJPO GSPN SFG .BSJPUUJ
FU BM 	
>
'PS TIBMMPX XBUFS JU IBT CFFO TIPXO UIBU UIJT TQFDUSVN IBT UP CF
NVMUJQMJFE CZ B GVODUJPO φ	ωω
 XIFSF ω =
√
H/E 	H JT UIF
BDDFMFSBUJPO EVF UP HSBWJUZ E JT UIF EFQUI PG UIF XBUFS
 	#FSHEBIM

 "U MPX GSFRVFODJFT φ ≈ ω/ω  XIJMF GPS ω≫ω JU
BQQSPBDIFT VOJUZ )FSF XF VTF φ = tanh ωω  5IF SFTVMU JT UIFTPDBMMFE 5." TQFDUSVN GPS GJOJUF EFQUI XBUFS 	#FSHEBIM 

45."(ω) ∝ tanh
(
ω
ω
)(ω
ω
)
exp−


(ω
ω
)
. 	

5IJT DBO CF SFMBUFE UP UIF XBWF OVNCFS 2= πλ UISPVHI UIF
EJTQFSTJPO SFMBUJPO PG TIBMMPX XBUFS XBWFT 	-BOEBV BOE -JGTIJU[


ω = ω
√
2E
 tanh(2E). 	

4JODF XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF GMVJE NPUJPO BU UIF CPUUPN PG
UIF MBHPPO PS MBLF XF TUJMM IBWF UP NVMUJQMZ CZ F−2E XIJDI
BDDPVOUT GPS UIF EFDBZ PG UIF GMVJE NPUJPO XJUI EFQUI 5IF SFTVMU
JO UFSNT PG UIF PSCJUBM WFMPDJUZ VPSC JT TIPXO BT UIF TPMJE DVSWF JO
'JHVSF  XJUI SFGFSFODF UP V =
√
HE XIJDI QSPWJEFT B OBUVSBM
WFMPDJUZ TDBMF PG UIF TZTUFN 5IF TQFDUSVN JT DIBSBDUFSJ[FE CZ B
RVJUF OBSSPX QFBL BSPVOE 2E ≈  4QFDUSBM GVODUJPOT SFQSFTFOU
JOH FYQFSJNFOUBM EBUB NPSF DMPTFMZ UIBO 1JFSTPOo.PTLPXJU[ PS
5." BSF LOPXO UP CF FWFO NPSF TUSPOHMZ QFBLFE 	-JV 
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
#FSHEBIM 
 "T B SFTVMU XF TFF UIBU UIF TQFDUSVN PG XBWFT
JT TUSPOHMZ EPNJOBUFE CZ XBWFT XJUI
ω ≈
√
H tanh 
E ≈ .ω. 	

/FYU XF DPOTJEFS UIF BCTPMVUF WBMVFT PG UIF BNQMJUVEFT XF
FYQFDU "O VQQFS MJNJU JT QSPWJEFE CZ XBWF CSFBLJOH XIJDI JT
LOPXO 	.JDIF  .BSJPUUJ FU BM 
 UP IBQQFO BU
IXC = . E
tanh2E
2E . 	

5IF DPSSFTQPOEJOH PSCJUBM WFMPDJUZ BU UIF CPUUPN JT
VXC =
IXC
 ω F
−2E = . V (tanh2E)
/
√
2E F2E . 	

5IJT JT QMPUUFE BT UIF EBTIFE DVSWF JO 'JHVSF  5IF BNQMJUVEF
PG UIF TQFDUSVN 	TPMJE DVSWF
 IBT CFFO BEKVTUFE TVDI UIBU JUT
EPNJOBOU NPEFT IBWF KVTU SFBDIFE UIF XBWF CSFBLJOH MJNJU 4JODF
UIF SJHIU XJOH PG UIF TQFDUSVN BMNPTU DPJODJEFT XJUI UIF EBTIFE
DVSWF XF TFF UIBU XBWF CSFBLJOH XJMM OPU OPUJDFBCMZ DIBOHF UIF
PWFSBMM TQFDUSVN OPS UIF XBWF OVNCFS PG JUT EPNJOBOU NPEFT
BSPVOE 2E ≈  5IF WFMPDJUZ BNQMJUVEF JF UIF PSCJUBM WFMPDJUZ
PG UIF MBUUFS JT MJNJUFE UP BCPVU V≤  V
/VNFSJDBM WBMVFT PG V BSF QMPUUFE JO UIF JOTFU JO 'JHVSF  BT
B GVODUJPO PG EFQUI 	TPMJE MJOF
 5IFTF BSF UP CF DPNQBSFE XJUI
UIF PSCJUBM WFMPDJUJFT UIBU BSF SFMFWBOU UP UIF GPSNBUJPO PG SJQQMFT
JO UIF GSBNFXPSL PG UIF 0' NPEFM 	.BSJPUUJ FU BM 
 &YQFSJ
NFOUBMMZ JU XBT GPVOE UIBU CFMPX PSCJUBM WFMPDJUJFT PG BCPVU  DNT
OP SJQQMFT GPSNFE XIJMF BU PSCJUBM WFMPDJUJFT BCPWF  DNT BCJPUJD
TUSVDUVSFT FNFSHFE SFOEFSJOH UIF NJDSPCJBM NBUUFS JSSFMFWBOU
5IJT SBOHF JT JOEJDBUFE CZ UIF HSBZ CBS 5IF EPUUFE MJOF BU  V
SFQSFTFOUT UIF XBWF CSFBLJOH MJNJU 5IF WFMPDJUJFT SFMFWBOU UP UIF
NPEFM BSF JO HFOFSBM NVDI TNBMMFS UIBO UIPTF QSFWBJMJOH DMPTF UP
UIF XBWF CSFBLJOH MJNJU BOZXIFSF JO UIF JNQPSUBOU SBOHF PG XBUFS
EFQUI 'PS SJQQMF GPSNBUJPO BDDPSEJOH UP UIF 0' NPEFM XF UIVT
IBWF UP FOWJTBHF SBUIFS TPGU BHJUBUJPO PG UIF XBUFS XFMM CFMPX UIF
XBWF CSFBLJOH MJNJU 5IJT MJNJU DBO CF TBGFMZ EJTSFHBSEFE GPS UIF
QSFTFOU TZTUFN
/PX XF UVSO UP UIF XBWFMFOHUI PG UIF FNFSHJOH SJQQMF QBUUFSO
λ "DDPSEJOH UP UIF NPEFM JU JT EJSFDUMZ SFMBUFE UP UIF BNQMJUVEF BU
UIF CPUUPN TVDI UIBU XF DBO XSJUF UIF PSCJUBM WFMPDJUZ BT
V = λω. 	

'SPN UIF EJTDVTTJPO BCPWF 	DG 'JHVSF 
 XF LOPX UIBU UIFNPUJPO
BU UIF CPUUPN JT EPNJOBUFE CZ NPEFT XJUI 2E≈  5IJT BMMPXT UP
DBMDVMBUF UIF EPNJOBOU TMPTIJOH GSFRVFODZ BOE IFODF λ PODF V JT
HJWFO 5IF SFTVMU JT
λ = V
√
E
H tanh  . 	

*G XF EP UIJT GPS CPUI UIF NJOJNVN PSCJUBM WFMPDJUZ
VNJO=  DNT CFMPX XIJDI OP SJQQMFT GPSN BOE GPS UIF NBY
JNVN PSCJUBM WFMPDJUZ VNBY=  DNT BCPWF XIJDI BCJPUJD QSP
DFTTFT EPNJOBUF XF BSSJWF BU B QSFEJDUJPO GPS UIF SBOHF PG λ
'*(63&  ] 5IF QSFEJDUJPO PG UIF PTDJMMBUJOH GMPX NPEFM GPS UIF
XBWFMFOHUI PG UIF ,JOOFZJB QBUUFSO 5IF IBUDIFE SFHJPO JOEJDBUFT UIF
PCTFSWFE XBWFMFOHUIT XIJMF UIF DSPTTIBUDIFE SFHJPO JOEJDBUFT UIF SFHJPO PG
XBUFS EFQUI GPS XIJDI UIF QSFEJDUJPOT PG UIF 0' NPEFM BHSFF XJUI UIF
PCTFSWBUJPOT GSPN UIF GPTTJM SFDPSE 5IF JOTFU TIPXT UIF PSCJUBM WFMPDJUZ BU UIF
CPUUPN VPSC BT B GVODUJPO PG XBUFS EFQUI E "DDPSEJOH UP 'JHVSF  UIF
EBTIFE MJOF SFQSFTFOUJOH VPSC= V JT SFMFWBOU 5IF HSBZ TIBEFE BSFB
SFQSFTFOUT PSCJUBM WFMPDJUJFT SFMFWBOU UP UIF 0' NPEFM 'PS BOZ EFQUI PG UIF
XBUFS CPEZ MBSHFS UIBO BCPVU  DN XBWF CSFBLJOH JT DMFBSMZ JSSFMFWBOU UP UIF
0' NFDIBOJTN
GPS UIF 0' NPEFM 'JHVSF  TIPXT UIF MPXFS 	TPMJE DVSWF
 BOE
VQQFS 	EBTIFE DVSWF
 CPVOEBSJFT GPS λ BT B GVODUJPO PG UIF
XBUFS EFQUI $MFBSMZ UIF XBWFMFOHUIT PCTFSWFE JO ,JOOFZJB GPT
TJMT XIJDI BSF JOEJDBUFE CZ UIF IBUDIFE SFHJPO BSF DPSSFDUMZ
QSFEJDUFE POMZ GPS XBUFS EFQUIT BSPVOE  DN 	DSPTTIBUDIFE

"U EFQUIT BCPWF BCPVU  DN UIF QSFEJDUFE SBOHF PWFSMBQT POMZ
CZ  XJUI UIF PCTFSWBUJPO TJNJMBSMZ GPS EFQUIT CFMPX BCPVU
 DN 8IFO UIF XBUFS CPEZ JT EFFQFS UIBO BCPVU N UIFSF
JT OP BDDPSEBODF PG UIF QSFEJDUJPO PG UIF 0' NPEFM XJUI GJFME
FWJEFODF
 5IF )ZESPEZOBNJD *OTUBCJMJUZ 	)*

.PEFM
8F IBWF SFDFOUMZ QSPQPTFE B QBSUJDVMBSMZ TJNQMF NPEFM GPS UIF
GPSNBUJPO PG ,JOOFZJB SJQQMF QBUUFSOT XIJDI JT CBTFE PO B GMPX
JOEVDFE IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ 	)*
 	5IPNBT FU BM 
 5IF
)* OBUVSBMMZ HJWFT SJTF UP BO VOEVMBUJOH TUSVDUVSF PO UIF MFOHUI
TDBMFT UZQJDBM PG ,JOOFZJB &WJEFODF GSPN BOBMPH FYQFSJNFOUT IBT
CFFO QSFTFOUFE BOE DPNQBSFE XJUI EFUBJMFE NFBTVSFNFOUT PG
GPTTJMJ[FE ,JOOFZJB BOE TIBMM CF CSJFGMZ SFWJFXFE IFSF
,JOOFZJB BSF HFOFSBMMZ GPVOE PO VQQFS CFEEJOH QMBOFT JO MJU
UPSBM FOWJSPONFOUT 'PS UIF QVSQPTFT PG UIF )* NPEFM XF TIBMM
UIFSFGPSF DPOTJEFS B QMBOBS NJDSPCJBM NBU PO B TPMJE TVCTUSBUF
TVCKFDU UP TPNF GMPX JO UIF PWFSMZJOH GMVJE 	'JHVSF "
 5IF
NJDSPCJBM NBU JT DPOTJEFSFE UP CFIBWF BT B WJTDPFMBTUJD GMVJE 	4IBX
FU BM 

*U JT XFMM LOPXO UIBU TQPOUBOFPVT EFTUBCJMJ[BUJPO PG B
GMVJEoGMVJE JOUFSGBDF NBZ PDDVS JO B UXPGMVJE TZTUFN JG UIF MBZFST
SFTQPOE EJGGFSFOUMZ UP TIFBS 	-BOEBV BOE -JGTIJU[ 
 " XFMM
EFGJOFE JOTUBCJMJUZ PDDVST HJWJOH SJTF UP B IBSNPOJD JOUFSGBDJBM
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
'*(63&  ] 	"o$
 4DIFNBUJD SFQSFTFOUBUJPO PG UIF HFOFSBUJPO PG
,JOOFZJBUZQF SJQQMFT GSPN B IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ 	)*
 5IF NJDSPCJBM NBU
HSPXT JO B RVJFTDFOU FOWJSPONFOU BOE JT UIFO TVCKFDU UP TJHOJGJDBOU GMPX JO UIF
PWFSMZJOH XBUFS 	"
 5IJT SFTVMUT JO B )* XIJDI HJWFT SJTF UP B SJQQMF QBUUFSO BU
UIF TVSGBDF PG UIF NBU 	#
 0ODF UIF BNQMJUVEF PG UIF SJQQMF SFBDIFT B DFSUBJO
UISFTIPME FEEJFT XJMM GPSN JO UIF WBMMFZT HJWJOH SJTF UP TUBHOBUJPO QPJOUT BOE
FOIBODFE TFEJNFOUBUJPO 	$
 3VQUVSF PG UIF GJMN DBO PDDVS XIFO UIF
BNQMJUVEF PG UIF USPVHIT CFDPNFT DPNQBSBCMF UP UIF GJMN UIJDLOFTT 	%
 5IF
QSFEJDUFE SFMBUJWF HSPXUI SBUF PG UIF SJQQMF QBUUFSO JT TIBSQMZ QFBLFE BSPVOE B
EPNJOBOU XBWFMFOHUI PG  UP  UJNFT UIF GJMN UIJDLOFTT I <BEBQUFE GSPN
5IPNBT FU BM 	
 XJUI NPEJGJDBUJPOT>
DPSSVHBUJPO 	'JHVSF #
 5IJT )* PDDVST VCJRVJUPVTMZ JO OBUVSF
	)BTFHBXB FU BM  $BTBOPWB FU BM  4NZUI BOE .PVN

 GPS FYBNQMF JO DMPVE MBZFST 	%BMJO FU BM 
 JO XIJDI
DBTF JU JT SFGFSSFE UP BT UIF ,FMWJOo)FMNIPMU[ JOTUBCJMJUZ 	-BOEBV
BOE -JGTIJU[ 

 5IF .FDIBOJTN
5IF TZTUFN CFJOH TUVEJFE JT TLFUDIFE JO 'JHVSF  8BUFS GMPXT
XJUI GBSGJFME WFMPDJUZ 7 JO UIF YEJSFDUJPO PWFS B WJTDPFMBTUJD
GJMN PG UIJDLOFTT I $POTJEFS B TNBMM QFSJPEJD QFSUVSCBUJPO
BU UIF JOUFSGBDF I	Y
= I+ ε	Y
 XJUI ε≪ I 2VBMJUBUJWFMZ UIF
TUSFBN MJOFT BSF DPNQSFTTFE BU UIF QFBLT BOE FYQBOEFE BU UIF
WBMMFZT PG UIF QFSUVSCBUJPO 	'JHVSF #
 %VF UP NBTT DPOTFS
WBUJPO UIJT SFRVJSFT BO JODSFBTFE GMPX WFMPDJUZ BU UIF QFBLT
BOE B EFDSFBTFE WFMPDJUZ BU UIF WBMMFZT "DDPSEJOH UP #FSOPVMMJT
MBX UIJT HJWFT SJTF UP B EFDSFBTF JO QSFTTVSF BU UIF DSFTUT BOE
BO JODSFBTF JO QSFTTVSF JO UIF WBMMFZT 5IF QSFTTVSF EJGGFSFODFT
ESJWF GMPX JO UIF GJMN GSPN USPVHIT UP QFBLT )FODF TNBMM UIJDL
OFTT WBSJBUJPOT JO UIF NJDSPCJBM NBU DBO CF BNQMJGJFE PWFS UJNF
'PS B IBSNPOJD EJTQMBDFNFOU ε	Y U
= ε	U
 DPT RY XIFSF R JT
UIF XBWF OVNCFS PG UIF QFSUVSCBUJPO POF GJOET UIBU ε HSPXT
BDDPSEJOH UP
Eε
EU = α(R)ε, 	

XIJDI ZJFMET FYQPOFOUJBM HSPXUIXJUI B HSPXUI SBUF 	5IPNBT FU BM

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η
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]
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5IF NPTU SBQJEMZ HSPXJOH NPEF JT HJWFO CZ UIF NBYJNVN PG
α	R
 4JODF UIF FYQSFTTJPO JO CSBDLFUT JT TIBSQMZ QFBLFE BSPVOE
RI≈  UIF NBYJNVNXJMM OPU CF TUSPOHMZ EFQFOEFOU PO UIF FYBDU
GPSN PG 1	R

 1SFEJDUJPOT PG UIF .PEFM
5P CF NPSF TQFDJGJD IPXFWFS BO FTUJNBUF GPS 1	R
 OFFET UP CF
GPVOE $BMDVMBUJOH UIF QSFTTVSF EJTUSJCVUJPO BCPWF UIF QFSUVSCB
UJPO FYBDUMZ SFRVJSFT UIF GVMM CPVOEBSZ MBZFS UIFPSZ UP CF DPO
TJEFSFE " USFBUNFOU PG UIJT QSPCMFN XBT DBSSJFE PVU CZ #PSEOFS
	
 )F GPVOE UIBU UIF QSFTTVSF TDBMFT BT εδ XIFSF δ JT UIF
UIJDLOFTT PG UIF EJTUVSCBODF TVCMBZFS JO UIF GMVJE GMPXJOH BCPWF UIF
NBU XIJDI JUTFMG TDBMFT BT δ ∝ R 5IFO 1	R
 TDBMFT BT 	RI
−
TVDI UIBU UIF NBYJNVN PG α JT BU RI ≈  PS λ ≈ I 	EBTIFE
DVSWF JO 'JHVSF %

*G TFEJNFOU JT EFQPTJUFE GSPN UIF GMPXJOH XBUFS JU XJMM BDDVNV
MBUF QSFGFSFOUJBMMZ JO UIF USPVHIT PG UIF DPSSVHBUJPO 5IF XFJHIU PG
UIF TFEJNFOU BDDVNVMBUFE JO B USPVHI JT QSPQPSUJPOBM UP UIF XJEUI
PG UIF USPVHI BOE IFODF UP UIF XBWFMFOHUI PG UIF JOTUBCJMJUZ 5IF
QSFTTVSF FYFSUFE PO UIF WJTDPFMBTUJD GJMN JT PCUBJOFE CZ EJWJEJOH
UIBU BHBJO CZ UIF TJ[F PG UIF USPVHI TVDIIBU UIFXBWFMFOHUI DBODFMT
PVU JO UIF ESJWJOH QSFTTVSF UFSN XIJDI JT UIFO JOEFQFOEFOU PG
R 1	R
= DPOTU 5IF DPSSFTQPOEJOH NBYJNBMMZ VOTUBCMF XBWF
MFOHUI JT HJWFO CZ UIF NBYJNVN PG UIF TPMJE DVSWF JO 'JHVSF %
DPSSFTQPOEJOH UP λ ≈ I 5IF FYQFDUFE WBMVF PG λ TIPVME MJF
CFUXFFO UIFTF WBMVFT EFQFOEJOH PO UIF SFMBUJWF TUSFOHUI PG UIF
DPOUSJCVUJPOT
/PUF UIBU UIF JOIFSFOU IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ PG UIF ..
SPCVTUMZ MFBET UP UIF GPSNBUJPO PG B SJQQMF JOTUBCJMJUZ VOEFS BOZ
TVQFSGJDJBM GMPX 0XJOH UP UIF FYQPOFOUJBM HSPXUI PG UIF BNQMJ
UVEF POMZ UIF NPTU VOTUBCMF NPEF XJMM FWFOUVBMMZ TIPX VQ JO UIF
FWPMWJOH QBUUFSO 5IF NPTU VOTUBCMF XBWFMFOHUI PG UIF JOTUBCJMJUZ
JT QSFEJDUFE UP CF BCPVU UISFF UJNFT UIF GJMN UIJDLOFTT JSSFTQFDUJWF
PG UIF QIZTJDBM QSPQFSUJFT PG UIF NBU NBUFSJBM TVDI BT JUT WJTDPTJUZ
PS UIF TUSFBNJOH WFMPDJUZ 7
 &YQFSJNFOUBM 7FSJGJDBUJPO
8IJMF UIF BCPWF EFSJWBUJPO PG UIF JOTUBCJMJUZ QSFEJDUT GFBUVSFT UIBU
BSF JO BDDPSEBODF XJUI UIF PCTFSWBUJPOT JO UIF GPTTJM SFDPSE XF
TIPVME LFFQ JO NJOE UIBU XF POMZ QSPWJEFE B MJOFBS TUBCJMJUZ BOBM
ZTJT TP GBS *U JT XFMM LOPXO UIBU UIF GMPX GJFME DIBOHFT RVBMJUBUJWFMZ
XIFO UIF BNQMJUVEF PG UIF SJQQMF CFDPNFT PG PSEFS POFUFOUI PG JUT
XBWFMFOHUI PS BCPVU POFUIJSE PG UIFNBU UIJDLOFTT 	4DIPMMF FU BM

 4UBHOBUJPO QPJOUT XJMM UIFO FNFSHF XJUIJO UIF USPVHIT PG
UIF TVSGBDF QSPGJMF XIJDI BGGFDU CPUI UIF TQBUJBM QSFTTVSF WBSJBUJPO
BOE UIF EJTUSJCVUJPO PG BEEJUJPOBM TFEJNFOU EFQPTJUFE PVU PG UIF
GMPXJOH XBUFS 	DG 'JHVSF $
 5IJT XJMM EJTUSJCVUF BOIBSNPOJDBMMZ
BOE UIVT NBZ MFBE UP TUSPOH EJTUPSUJPOT PG UIF QSPGJMF BT UIF
BNQMJUVEF CFDPNFT PG PSEFS PG UIF GJMN UIJDLOFTT 4JODF BO FYBDU
BOE TVGGJDJFOUMZ HFOFSBM USFBUNFOU PG UIFTF FGGFDUT JT PVU PG SFBDI
FYQFSJNFOUT IBWF CFFO QFSGPSNFE JO XIJDI UIFNJDSPCJBM NBU XBT
SFQSFTFOUFE CZ B QPMZNFSJD WJTDPFMBTUJD GJMN TVCKFDU UP GMPXJOH
XBUFS
'JMNT PG WBSJBCMF UIJDLOFTT XFSF QSFQBSFE PVU PG BRVFPVT TPMV
UJPOT PG QPMZWJOZM BMDPIPM 	17"
 XIJDI XFSF USBOTGPSNFE JOUP B
WJTDPFMBTUJD NBUFSJBM UISPVHI BEEJUJPO PG TPEJVN CPSBUF 	5IPNBT
FU BM 
 'JMNT XJUI UIJDLOFTTFT PG B GFX NJMMJNFUFST XFSF
*O 5IPNBT FU BM 	
 JU IBT CFFO BTTVNFE UIBU UIJT QSPDFTT MFBET UP 1(R)∝ /R
XIJDI BQQFBST MFTT XFMM KVTUJGJFE
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
'*(63&  ] &YBNQMFT PG ,JOOFZJBMJLF TUSVDUVSFT HFOFSBUFE JO UIF MBCPSBUPSZ GSPN WJTDPFMBTUJD GJMNT PG 17" 5IF XIJUF BSSPX JOEJDBUFT UIF EJSFDUJPO PG GMPX
GPS CPUI JNBHFT 4DBMF CBST BSF NN -FGU XJUIPVU BOZ TFEJNFOU BEEFE 	5IF HBV[F XIJDI XBT VTFE BT B TVCTUSBUF UP HSBGU UIF 17" MBZFS JT WJTJCMF UISPVHI UIF
DMFBS GJMN
 5IF SJQQMFE TVSGBDF JT SFWFBMFE CZ UIF CSJHIU SFGMFDUJPOT GSPN UIF MJHIU TPVSDF 3JHIU XJUI B QPXEFS DPOTJTUJOH PG TNBMM 	≈ µN EJBNFUFS
 HMBTT TQIFSFT
BEEFE UP NJNJD TFEJNFOUBM GSFJHIU PG UIF XBUFS GMPX 5IF JOTFU TIPXT TPNF QBSU PG UIF TBNQMF GSPN UIF PVUFS SFHJPOT PG UIF TBNQMF XIFSF UIF 17" MBZFS XBT UIJOOFS
QMBDFE POUP B QPSPVT TVCTUSBUF GPS HPPE NFDIBOJDBM DPOUBDU BOE
MFGU GPS  I UP SFMBY 5IFZ XFSF UIFO JNNFSTFE JO XBUFS BOE
GMPX TQFFET SBOHJOH GSPN  UP NT XFSF BQQMJFE " DBN
FSB NPVOUFE BCPWF UIF TBNQMF XBT VTFE UP NPOJUPS UIF EFWFMPQ
NFOU PG UIF JOTUBCJMJUJFT *O PSEFS UP PCTFSWF UIF RVBMJUBUJWF FGGFDU
PG TFEJNFOUT JO UIF GMPXJOH XBUFS HMBTT CFBET XJUI B EJBNFUFS
PG BCPVU µN XFSF EFQPTJUFE VOJGPSNMZ PWFS UIF 17" TVSGBDF
BGUFS UIF XBUFS GMPX IBE TUBSUFE 3JQQMF QBUUFSOT XFSF PCTFSWFE
UP GPSN BU UIF GJMNXBUFS JOUFSGBDF JO GMBU 17" GJMNT TVCKFDUFE UP
XBUFS GMPX DPOEJUJPOT 	'JHVSF 
 5IFTF JOTUBCJMJUJFT XFSF WJTJCMF
XJUIJO UFOT PG TFDPOET BGUFS UIF GMPX XBT TUBSUFE 5IF HSPXUI
SBUF PG UIF JOTUBCJMJUJFT XBT GPVOE UP EFQFOE PO UIF WJTDPTJUZ PG
UIF GJMN
'JHVSF  TIPXT UIF SJQQMFT UIBU GPSNFE JO 17" GJMNTXJUIPVU 	B

BOE XJUI 	C
 TFEJNFOU BEEFE *ODSFBTJOH UIF GMPX TQFFE BQQFBST UP
SFTVMU JO BO JODSFBTF JO UIF PSEFS PG UIF QBUUFSO XJUI B USBOTJUJPO
GSPN IPOFZDPNCMJLF QBUUFSOT UP QBSBMMFM SJEHFT QFSQFOEJDVMBS UP
UIF GMPX EJSFDUJPO
5IF QBUUFSOT HFOFSBUFE JO UIF iMBC,JOOFZJBw TIPXO JO 'JHVSF 
RVBMJUBUJWFMZ SFTFNCMF UIF ,JOOFZJB GPVOE JO /BNJCJB 	'JHVSF 

,JOOFZJB QBUUFSOT BSF PGUFO GPVOE UP FYIJCJU B QSFGFSSFE DSFTU
PSJFOUBUJPO *O ,JOOFZJB GSPN ½MBOE UIJT PSJFOUBUJPO DPVME CF
TIPXO UP SVO QFSQFOEJDVMBS UP UIF QBMFPDVSSFOUT GSPN XIJDI
UIF FWFOU MBZFST XFSF EFQPTJUFE 	.BSUJOTTPO 
 5IF SFTVMUT
TVHHFTU UIBU UIF EJGGFSFOU QBUUFSOT NBZ BSJTF GSPN WBSJBUJPOT JO
UIF GMPX DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI UIF NJDSPCJBM NBU PS GJMN JT
EFGPSNFE BOE EFQFOE VQPO UIF BNPVOU PG TFEJNFOU TVTQFOEFE
JO UIF GMPXJOH XBUFS
'JHVSF  TIPXT UIF XBWFMFOHUI PG UIF JOTUBCJMJUZ UIBU GPSNT BT
B GVODUJPO PG UIF GJMN UIJDLOFTT I 5IF MJOF JO 'JHVSF  TIPXT B
MJOFBS MFBTUTRVBSFT GJU UP UIF EBUB XJUI λ= I 5IJT JT JO MJOF
XJUI UIF BCPWF QSFEJDUJPO UIBU λI TIPVME CF CFUXFFO  BOE
 	DG 'JHVSF 
 /P EFQFOEFODZ PG UIF XBWFMFOHUI PO FJUIFS
UIF WJTDPTJUZ PG UIF GJMN PS UIF GMPX SBUF XBT PCTFSWFE 5IJT JT
'*(63&  ] 8BWFMFOHUI PG UIF SJQQMF DSFBUFE UISPVHI UIF
IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ JO 17" GJMNT TVCKFDU UP GMPX 5IF XBWFMFOHUI
EPFT OPU WBSZ XJUI FJUIFS UIF GMPX TQFFE PS UIF GJMN WJTDPTJUZ 5IF MJOF TIPXT B
GJU UP UIF EBUB GPS λ=± I XIFSF I JT UIF UIJDLOFTT PG UIF JOJUJBM 17"
GJMN <BEBQUFE XJUI NPEJGJDBUJPOT GSPN 5IPNBT FU BM 	
>
BHBJO JO BHSFFNFOU XJUI UIF )* UIFPSZ TLFUDIFE BCPWF XIJDI
QSFEJDUT UIBU UIF XBWFMFOHUI POMZ EFQFOET VQPO UIF UIJDLOFTT
PG UIF GJMN 5IJT EFNPOTUSBUFT UIBU UIF MJOFBS TUBCJMJUZ BOBMZTJT
ZJFMET SFBTPOBCMF SFTVMUT BMTP GPS UIF OPOMJOFBS DBTF JF XIFO UIF
SJQQMF BNQMJUVEF DBOOPU CF DPOTJEFSFE TNBMM BT DPNQBSFE UP UIF
XBWFMFOHUI "T 'JHVSF % TIPXT UIF NPTU VOTUBCMF XBWFMFOHUI
TIPVME OPU CF TUSPOHMZ BGGFDUFE CZ UIF QSFTFODF PG UIF FYUSB ESJWJOH
UFSN GSPN UIF TFEJNFOU *O GBDU EJGGFSFODFT JOλ PCUBJOFEXJUI BOE
XJUIPVU HMBTT CFBET BEEFE UP UIF GMPX XFSF XJUIJO FYQFSJNFOUBM
TDBUUFSJOH
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
 $0/4&26&/$&4 "/% 5"1)0/0.*$
46((&45*0/4
 $PNQBSJTPO PG UIF .PEFMT
-FU VT OPX UVSO UP B DPNQBSBUJWF BTTFTTNFOU PG UIF NPEFMT PVU
MJOFE BCPWF BT UP UIFJS QSFEJDUJWF QPXFS BOE DPOTJTUFODZ XJUI
GJOEJOHT JO UIF GPTTJM SFDPSE 5P UIJT FOE XF GJSTU TVNNBSJ[F UIF
DPNNPO GFBUVSFT GPVOE JO ,JOOFZJB PVUDSPQT ,JOOFZJB SJQQMFT
BSF GPVOE JO TJMU MBZFST PO CFEEJOH QMBOFT JO GPSNFS MJUUPSBM BSFBT
XJUI XBWFMFOHUIT SPVHIMZ CFUXFFO  BOE NN 5IF SJQQMF QSP
GJMFT VTVBMMZ IBWF TUFFQFS TMPQFT UIBO IBSNPOJD GVODUJPOT PG UIF
TBNF XBWFMFOHUI 	DG JOTFU PG 'JHVSF 
 BOE UIFJS DSFTUUPWBMMFZ
IFJHIU JT SPVHIMZ QSPQPSUJPOBM UP UIFJS XBWFMFOHUI 5IFZ DBO DPWFS
MBSHF BSFBT PG TFWFSBM TRVBSF NFUFST PS DPNF JO TNBMM QBUDIFT 	DG
'JHVSF 
 5IFZ BSF VTVBMMZ GPVOE PO TUPSN XBWF EFQPTJUT JF
PO TFEJNFOUBM MBZFST PG QBSUJDVMBSMZ MBSHF UIJDLOFTT UIBU DBO CF
BUUSJCVUFE UP TUPSN GMPPET
5IF IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ 	)*
 NPEFM NBLFT DMFBS QSFEJD
UJPOT BCPVU UIF SBOHF PG XBWFMFOHUIT UP CF FYQFDUFE 5IF UIJDLOFTT
PG B .. JT MJNJUFE CZ UIF USBOTQPSU PG OVUSJFOUT CFUXFFO UIF
EJGGFSFOU TUSBUB PG UIF .. JF GSPN UIF QIPUPUSPQIJD [POF UP
UIF IFUFSPUSPQIJD BOE BOPYJD EFFQFS MBZFST )FODF JU JT IBSEMZ
DPODFJWBCMF UIBU .. FWFS HSFX TVCTUBOUJBMMZ UIJDLFS UIBO DPN
NPOMZ PCTFSWFE JO SFDFOU .. *U JT UIFSFGPSF OPU VOSFBTPOBCMF
UP BTTVNF UIBU .. XFSF MJNJUFE UP B UIJDLOFTT PG MFTT UIBO B
DFOUJNFUFS BMM UISPVHI &BSUIT IJTUPSZ 0O UIF PUIFS IBOE B ..
OFFET B UIJDLOFTT PG NPSF UIBO UIF HSBJO TJ[F PG UIF VOEFSMZJOH
CBTF TFEJNFOU JO PSEFS UP GPSN B IPNPHFOFPVT GJMN 4FEJNFOUT
JO UIF JOUFSUJEBM [POFT BSF VTVBMMZ TBOEZ JF XJUI HSBJO TJ[FT
OPU TNBMMFS UIBO BCPVU  NJDSPOT 	JG UIF TUBOEBSE EFGJOJUJPO
PG TBOE JT BQQMJFE
 'PS B CJPGJMN UP NBLF B DPOUJOVPVT ..
PO UIJT TVCTUSBUF JU OFFET B UIJDLOFTT PG BCPVU B NJMMJNFUFS PS
NPSF *G XF UIFO DPODMVEF UIBU UIF UIJDLOFTT PG B .. XIJDI XJMM
VOEFSHP UIF )* VOEFS GMPX JT CFUXFFO  BOE NN UIF )*NPEFM
QSFEJDUT 	DG 'JHVSF 
 UIBU UIF XBWFMFOHUI PG UIF GPTTJM TIPVME
CF BU MFBTU BCPVU NN CVU TNBMMFS UIBO BCPVU NN (JWFO
UIF DSVEFOFTT PG UIF FTUJNBUF UIJT JT SFNBSLBCMZ DMPTF UP GJFME
FWJEFODF
'VSUIFS TVQQPSU JT HBJOFE GSPN PCTFSWBUJPOT BU TNBMM ,JOOFZJB
QBUDIFT TVDI BT EJTQMBZFE JO 'JHVSF $ "U UIF FEHFT PG UIF
QBUDI UIF XBWFMFOHUI DMFBSMZ EFDSFBTFT XIJMF BU UIF TBNF UJNF
UIF UIJDLOFTT PG UIF ..NVTU IBWF EFDSFBTFE IFSF 5IJT JT JO MJOF
XJUI UIF JEFB UIBU UIF XBWFMFOHUI TIPVME CF QSPQPSUJPOBM UP UIF
.. UIJDLOFTT BT QSFEJDUFE CZ UIF )* NPEFM
6OEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF GMPX DBSSJFE TPNF TFEJNFOU XF
DBO BMTP NBLF QSFEJDUJPOT BCPVU UIF EFQUI PG UIF SJQQMF CBTFE PO
UIF FYQFSJNFOUT 	5IPNBT FU BM 
 *O 'JHVSF  UIF DSFTUUP
WBMMFZ BNQMJUVEF PG UIF TFEJNFOU SJQQMF HFOFSBUFE JO UIF FYQFS
JNFOU JT QMPUUFE BT UIF GJMMFE TRVBSFT $MFBSMZ UIF EFQUI JT WFSZ
XFMM DPNQBSBCMF UP UIF EFQUI PG UIF ,JOOFZJB SJQQMFT GPVOE JO UIF
PVUDSPQQJOH GPTTJMT OPU POMZ JO JUT SPVHIMZ MJOFBS WBSJBUJPO XJUI
UIF XBWFMFOHUI CVU BMTP JO JUT BCTPMVUF WBMVF )FODF XF GJOE UIBU
BMM PG UIF PCWJPVT GFBUVSFT PG ,JOOFZJB BSF JO BHSFFNFOU XJUI UIF
)* NPEFM
"T GBS BT UIF PTDJMMBUJOH GMPX 	0'
 NPEFM JT DPODFSOFE XF
GJSTU OPUF UIBU UIF QBUUFSOT PCUBJOFE JO UIF FYQFSJNFOUBM TFUUJOH
	DG JOTFU JO 'JHVSF #
 BSF PG TUSJLJOH TJNJMBSJUZ XJUI UIF ,JOOFZJB
GPTTJM KVTU BT UIPTF GPVOE GPS UIF )* FYQFSJNFOUT 'VSUIFSNPSF
UIF XBWFMFOHUI JT PG UIF SJHIU PSEFS PG NBHOJUVEF )PXFWFS XF
IBWF BMSFBEZ TFFO UIBU UIF SBOHF PG XBWFMFOHUIT JT POMZ DPSSFDUMZ
QSFEJDUFE JG UIF EFQUI PG UIF XBUFS JT CFUXFFO  BOE  DN 	DSPTT
IBUDIFE SFHJPO JO 'JHVSF 
 .PSFPWFS JO PSEFS UP GVMGJMM UIF
FYQFSJNFOUBM DPOEJUJPOT VOEFS XIJDI UIF SJQQMFT GPSNFE UIF
BNQMJUVEF PG UIF TMPTIJOH GMPX JT SFRVJSFE UP CF DPOTUBOU GPS BT MPOH
BT  I 8IJMF TVDI DPOEJUJPOT NBZ PDDBTJPOBMMZ PDDVS UIFZ DBO
DFSUBJOMZ OPU CF DPOTJEFSFE HFOFSJD 'JOBMMZ XF OPUF UIBU B MPDBM
WBSJBUJPO PG UIF XBWFMFOHUI BT TUSPOH BT TFFO JO 'JHVSF $ JT OPU
SFBEJMZ FYQMBJOFE CZ UIJT NPEFM
5IJT NBZ CF CFUUFS BDDPVOUFE GPS CZ UIF MJRVFGJFE TFEJNFOU
	-4
 NPEFM XIFSF B QBUDIZ BQQFBSBODF BT TIPXO JO 'JHVSF $
JT SFBEJMZ FYQMBJOFE CZ MPDBM WBSJBUJPOT PG NJDSPCJBM EFOTJUZ
	BOE IFODF NFUBCPMJD BDUJWJUZ
 JO UIF VOEFSMZJOH TFEJNFOU 8F
TIPVME OPUF IPXFWFS UIBU UIF -4 NPEFM SFRVJSFT B OVNCFS
PG WFSZ TQFDJGJD DSJUFSJB UP CF NFU BOE NBLFT OP DMFBS QSFEJD
UJPO DPODFSOJOH UIF XBWFMFOHUI BOE UPQPHSBQIZ PG UIF SJQQMF
)FODF JU DBO BT ZFU OPU CF RVBOUJUBUJWFMZ DPNQBSFE XJUI UIF
PUIFS NPEFMT DPODFSOJOH JUT BHSFFNFOU 	PS EJTBHSFFNFOU
 XJUI
PCTFSWBUJPOT
8F UIVT GJOE UIBU UIF )* NPEFM BDDPVOUT WFSZ XFMM JO BMM PG
JUT QSFEJDUJPOT GPS UIF DIBSBDUFSJTUJDT GPVOE JO ,JOOFZJB GPTTJMT
"HSFFNFOU XJUI UIF QSFEJDUJPOT PG UIF 0' NPEFM NBZ PDDVS
CVU JT MJOLFE UP TPNF SBUIFS TQFDJBM DPOEJUJPOT 5IF -' TFEJ
NFOU NPEFM EPFT OPU NBLF QSFEJDUJPOT RVBOUJUBUJWF FOPVHI UP
EFDJEF PO JUT SFMFWBODF JO UIF GPSNBUJPO PG ,JOOFZJB "T B SFTVMU
XF DPODMVEF UIBU UIF NFDIBOJTN PG UIF )* JT WFSZ QSPCBCMZ
PG HSFBUFTU SFMFWBODF JO UIF GPSNBUJPO PG ,JOOFZJB 5IF PUIFS
UXP NFDIBOJTNT DBOOPU CF SVMFE PVU UP QMBZ B SPMF PDDBTJPO
BMMZ CVU UIJT OFFET FYUSB JOGPSNBUJPO JO PSEFS UP CF DMFBSMZ
EFDJEFE
 5BQIPOPNJD $POTFRVFODFT
)BWJOH UIVT BSSJWFE BU B DFSUBJO QSFGFSFODF PG UIF )* NPEFM
XF TIPVME DPNQBSF JUT QSFEJDUJPOT JO TPNF NPSF EFUBJM XJUI UIF
GPTTJM SFDPSE 5IF VQQFS MBZFS PG UIF TUPSN XBWF EFQPTJUT XIFSF
,JOOFZJB JT GPVOE JT GSFRVFOUMZ PCTFSWFE UP CF DPWFSFE XJUI B UIJO
UPQTFU WFOFFS UIPVHIU UP IBWF TFEJNFOUFE BGUFS UIF FWFOU EFQPTJU
BU TIBMMPX XBUFS EFQUIT 5IJO TFDUJPOT NBEF GSPN ,JOOFZJB GSPN
½MBOE 4XFEFO 	1PSBEB FU BM 
 TIPX UIBU UIF EFQUI PG UIF
WFOFFS JT QSPQPSUJPOBM UP UIF BNQMJUVEF PG UIF SJQQMF TUSVDUVSF
XJUI UIF CPUUPN PG UIF WFOFFS MBZFS TPNFUJNFT DPJODJEJOH XJUI
UIF USPVHIT PG UIF ,JOOFZJB
*U JT FBTZ UP TFF UIBU UIJT TUSVDUVSF JT SFBEJMZ GPSNFE JO B QSPDFTT
EPNJOBUFE CZ UIF )* NFDIBOJTN 8IFO UIF BNQMJUVEF PG UIF
SJQQMF SFBDIFT B DFSUBJO UISFTIPME FEEJFT XJMM GPSN JO UIF WBMMFZT PG
UIF VOEVMBUJPO 	'JHVSF $
 4PNF PG UIF DMBTUJD TFEJNFOUT DBSSJFE
CZ UIF PWFSMZJOH GMVJE BT JU GMPXT XJMM TFUUMF JO UIF USPVHIT EVF
UP UIF CBDL GMPX BOE TUBHOBUJPO QPJOUT BSJTJOH GSPN UIF FEEJFT
5IF HSPXUI PG UIF SJQQMF QBUUFSO JT UIFSFCZ BDDFMFSBUFE BOE TUFFQ
TMPQFT EFWFMPQ CFUXFFO UIF USPVHIT BOE UIF DSFTUT "T UIF NJDSP
CJBM NBU EJFT SFNBJOT PG UIF &14 HMVF UIF TFEJNFOUT UPHFUIFS
QSFTFSWJOH UIF ,JOOFZJB TUSVDUVSFT UIBU BSF GPVOE JO UIF HFPMPHJD
SFDPSE
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
'*(63&  ] 1PTTJCMF UBQIPOPNJD TFRVFODFT MFBEJOH UP ,JOOFZJB GPTTJMT 	"o$
 4FEJNFOU BDDVNVMBUFT JO UIF USPVHIT PG UIF SJQQMF GPSNJOH JO UIF .. BOE
TVCTFRVFOUMZ TJOLT EPXO UP UIF CFEEJOH QMBOF EVF UP HSBWJUZ 	#
 8IFO UIF NBU EJTJOUFHSBUFT DSFTUT PG TFEJNFOU BSF MFGU XIJDI DBO GPTTJMJ[F TVCTFRVFOUMZ
	%o'
 4BNF NFDIBOJTN BT CFGPSF CVU XJUI NPSF TFEJNFOU CFJOH EFQPTJUFE "T B DPOTFRVFODF UIFSF NBZ GJOBMMZ 	'
 CF DPOOFDUFE DSFTUT BOE WBSJPVT TIBQFT PG UIF
TMPQFT BSF DPODFJWBCMF
'JHVSF  TIPXT UXP TFRVFODFT PG GPSNBUJPO PG TFEJNFOUBSZ
SJQQMFT GSPN UIF )* GPS TNBMM BNPVOUT PG TFEJNFOU 'JHVSFT "o$
BOE GPS MBSHF BNPVOUT PG TFEJNFOU 'JHVSFT %o' 5IF TFEJNFO
UBSZ QBUUFSO XIJDI XJMM GJOBMMZ GPSN UIF GPTTJM TUSVDUVSF JT TIPXO
JO 'JHVSFT $' SFTQFDUJWFMZ 'PS UIF TUFQ GSPN 'JHVSFT &' OPUF
UIBU UIFNJDSPCJBMNBUFSJBM JT FYQFDUFE UP ESZ BXBZ BOE EFDBZ TVDI
UIBU UIF UPQ MBZFS PG TFEJNFOU XJMM TJOL UP UIF CFEEJOH QMBOF CZ
HSBWJUZ XIJMF NPSF PS MFTT DPOTFSWJOH JUT MPDBM UIJDLOFTT *U NBZ
EP TP BMSFBEZ CFGPSF BGUFS UIF GMPX IBT TUPQQFE UISPVHI UIF MBSHF
TQFDJGJD XFJHIU PG UIF TFEJNFOU BOE UIF EVDUJMF DPOTJTUFODZ PG UIF
.. 0CWJPVTMZ JU JT FBTJMZ DPODFJWBCMF UP IBWF TUSVDUVSFT XJUI
CPUI FYQPTFE CFEEJOH QMBOF 	'JHVSF $
 BOE XJUI B UIJO WFOFFS
MBZFS TUJMM QSFTFOU BCPWF UIF CFEEJOH QMBOF 	'JHVSF '
 *O BOZ DBTF
UIF CPUUPN PG UIF SJQQMF XJMM CF DMPTF UP UIF CFEEJOH QMBOF TJNJMBS
UP XIBU JT PCTFSWFE JO ,JOOFZJB GPTTJMT 	1PSBEB FU BM 

 5)& %&$3&"4*/( 0$$633&/$& 0'
,*//&:*" "'5&3 5)& 1"-&0;0*$
5IF SPCVTUOFTT PG UIF )* NFDIBOJTN TVHHFTUT UIBU ,JOOFZJB
UZQF TUSVDUVSFT TIPVME CF GPVOE OPU POMZ JO UIF GPTTJM SFDPSE
CVU BMTP BCVOEBOUMZ JO NPEFSO CJPNBUT )PXFWFS XSJOLMF QBU
UFSOT BSF POMZ WFSZ PDDBTJPOBMMZ PCTFSWFE JO NPEFSO CJPNBUT
BOE HFOFSBMMZ IBWF NPSQIPMPHJFT UIBU EJGGFS GSPN ,JOOFZJB QBU
UFSOT 'VSUIFSNPSF JU IBT CFFO SFQFBUFEMZ OPUFE UIBU ,JOOFZJB
HSBEVBMMZ WBOJTIFT GSPN UIF GPTTJM SFDPSE EVSJOH UIF .FTP[PJD
4PNF BSF GPVOE VQ UP UIF +VSBTTJD TVDI BT UIF POF GPVOE WFSZ
SFDFOUMZ JO 4XFEFO OFBS )FMTJOHCPSH 	1FUFSGGZ FU BM 
 CVU
OFXFS JOTUBODFT BSF FYUSFNFMZ SBSF "MUIPVHI TPNF BVUIPST DMBJN
UIBU UIJT NBZ CF EVF UP B CJBT JO PCTFSWBUJPO 	%BWJFT FU BM

 UIF TDBSDJUZ PG SFQPSUT PG ,JOOFZJB BGUFS UIF +VSBTTJD JT
TUSJLJOH )FODF UIF VOJWFSTBM BQQMJDBCJMJUZ PG UIF )* NFDIB
OJTN UP .. NBZ JO GBDU DPOTUJUVUF B QSPCMFN BT UIJT DBMMT GPS
BO FYQMBOBUJPO PG UIF BCTFODF PG ,JOOFZJBUZQF SJQQMFT JO CPUI
NPEFSO .. BOE QPTU.FTP[PJD TFEJNFOUT GSPN GPSNFS MJUUPSBM
BSFBT
0OF QPTTJCMF SFBTPO GPS UIF HSBEVBM EFDSFBTF PG ,JOOFZJB JO
UIF GPTTJM SFDPSE TJODF UIF $BNCSJBO JT UIBU .. IBWF CFDPNF
MFTT VCJRVJUPVT EVF UP HSB[JOH BOE CJPUVSCBUJPO 	)BHBEPSO BOE
#PUUKFS  4DIJFCFS  1FUFSGGZ FU BM 
 )PXFWFS
UIJT EPFT OPU GVMMZ FYQMBJO FTQFDJBMMZ JO MJHIU PG UIF VOJWFSTBM
DIBSBDUFS PG UIF )* NFDIBOJTN UIF TDBSDJUZ PG ,JOOFZJBUZQF
SJQQMFT FWFO JO NPEFSO NBUT 0OF NJHIU PG DPVSTF BSHVF UIBU
NPEFSO.. VTVBMMZ PDDVS JO QSPUFDUFE TIFMUFSFE BOE GSFRVFOUMZ
IZQFSTBMJOF BSFBT XJUI MPX IZESPEZOBNJD BDUJWJUZ XIFSF TUPSNT
BSF OPU MJLFMZ UP PDDVS #VU UIFO POF XPVME OFFE UP NBJOUBJO
UIBU UIJT NVTU IBWF CFFO UIF DBTF BMM UISPVHIPVU UIF 1IBOFSP[PJD
XIJMF ,JOOFZJB HSBEVBMMZ EJTBQQFBSFE $MFBSMZ UIJT JT OPU WFSZ
TBUJTGBDUPSZ
 1PTTJCMF .FNPSZ &GGFDUT JO
7JTDPFMBTUJD 'JMNT
" TQFDVMBUJWF CVU WFSZ JOUFSFTUJOH MJOF PG UIPVHIU DPODFSOT UIF
SIFPMPHJDBM QSPQFSUJFT PG CJPNBUT "MUIPVHINPEFSO CJPGJMNTNBZ
BQQFBS UP CF WJTDPFMBTUJD NFEJB UP B SIFPNFUFS XF LOPX UIBU
BDUJWF NFDIBOPSFTQPOTF JT XFMM DPOTFSWFE BU MFBTU JO NPEFSO
FVDBSZPUFT 4USJDUMZ TQFBLJOH CJPNBUT TIPVME UIFSFGPSF CF WJFXFE
BT BDUJWF NBUUFS TVDI UIBU UIFJS SFTQPOTF UP B TVQFSGJDJBM GMPX
NBZ CF NPSF DPNQMFY UIBO UIBU PG B QBTTJWF WJTDPFMBTUJD NBUFSJBM
"T XF EP OPU LOPX UIF IJTUPSZ PG NFDIBOPSFTQPOTF FWPMVUJPO
UIF NFDIBOJDBM QSPQFSUJFT PG CJPNBUT NBZ IBWF CFFO TVCUMZ CVU
EJTUJODUMZ EJGGFSFOU XIFO ,JOOFZJB GPTTJMT GPSNFE
5IF CSFBLVQ PG B .. BT EFQJDUFE JO 'JHVSF  JT FYQFDUFE UP LJMM
UIF.. TJODF JU EFTUSPZT JUT TUSBUJHSBQIJD PSHBOJ[BUJPO *U JT UIFSF
GPSF JOUFSFTUJOH UP JOWFTUJHBUF XIFUIFS..NJHIU IBWF EFWFMPQFE
TUSBUFHJFT UP TJEFTUFQ UIF )* NFDIBOJTN BMUPHFUIFS 0OF QPTTJ
CJMJUZ UP BDIJFWF UIJT DPVME CF UP EFWFMPQ BO BDUJWF NFDIBOJDBM
SFTQPOTF UIBU DIBOHFT UIF EZOBNJDT PG UIF .. JOUFSGBDF VOEFS
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
GMPX TVDI BT UP SFNPWF UIF )* 5IJT MFBET UP UIF JOUFSFTUJOH
RVFTUJPO PG XIFUIFS UIF FWPMVUJPO PG NFDIBOPSFTQPOTF PG DFMMT
NJHIU IBWF JO QBSU CFFO EVF UP UIF FWPMVUJPOBSZ QSFTTVSF PO
.. UP FWBEF UIF )* JO GMPXJOH XBUFS FOWJSPONFOUT -FU VT UIVT
EJTDVTT QPTTJCMF DPOTFRVFODFT PG BO BDUJWF SFTQPOTF JO QBSUJDVMBS
PG UIF LJOE PCTFSWFE JO DFMMT MJWJOH UPEBZ
5IF )* PG B NJDSPCJBM NBU CPJMT EPXO UP B TJNQMF GJSTUPSEFS
EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO JO UIF UJNF EPNBJO <DG FRVBUJPO 	
>
∂Uε = α(R)ε 	

XIFSF ε	U
 JT UIF BNQMJUVEF PG B TJOVTPJEBM TNBMM QFSUVSCBUJPO
XJUI XBWF OVNCFS R α JT B HSPXUI DPOTUBOU XIJDI JT QPTJUJWF
GPS VOTUBCMF NPEFT &RVBUJPO 	
 JT EFSJWFE GPS B QVSFMZ QBTTJWF
WJTDPVT PS WJTDPFMBTUJD GJMN 5IF RVFTUJPO XF XBOU UP EJTDVTT IFSF
JT XIFUIFS BOZ LJOE PG iBDUJWFw SFTQPOTF PG UIF GJMNNBUFSJBM UP UIF
BQQMJFE TUSFTT DBO TUBMM UIF JOTUBCJMJUZ FWFO GPS QPTJUJWF α
*G DFMMT TVDI BT UIPTF PG XIJDI UIF CJPNBU JT DPNQPTFE SFTQPOE
BOUBHPOJTUJDBMMZ UP BO BQQMJFE TUSFTT XJUI B DFSUBJO EFMBZ DPSSF
TQPOEJOH UP UIF SFBSSBOHFNFOU PG DZUPTLFMFUBM NBUUFS XF FYQFDU
BO BEEJUJPOBM UFSN PG UIF GPSN
U∫

3(τ)ε˙(U− τ)Eτ 	

UP BQQFBS JO FRVBUJPO 	
 XIFSF 3	τ 
 JT UIF TUSFTT SFTQPOTF BGUFS
EFMBZ τ  5IF UJNF EFSJWBUJWF ε˙= ∂Uε FOUFST CFDBVTF UIF DFMMT BSF
TUSFTTFE POMZ XIJMF UIF NBU JT CFJOH EFGPSNFE BOE BDDPSEJOH UP
UIF SBUF BU XIJDI UIJT IBQQFOT *OTFSUJOH FRVBUJPO 	
 JO FRVBUJPO
	
 ZJFMET UIFO
∂Uε = α(R)ε + ϱ
U∫

3(τ)ε˙(U− τ)Eτ. 	

XIFSF ϱ EFUFSNJOFT UIF TUSFOHUI PG UIF BDUJWF SFTQPOTF 5IJT FRVB
UJPO JT PG B TJNJMBS GPSN BT UIF FRVBUJPO PG NPUJPO PG DPSSFMBUJPOT
JO JEFBM HMBTT GPSNJOHNPEFMT DBMMFENPEFDPVQMJOH FRVBUJPO *U JT
LOPXO UIBU UIF PDDVSSFODF PG B NFNPSZ UFSN TVDI BT UIF JOUFHSBM
FYQSFTTJPO JO FRVBUJPO 	
 NBZ JOEFFE TUBMM UIF EZOBNJDT PG JUT
TPMVUJPOT 	ε JO PVS DBTF
 GPS BXJEF SBOHF PGNFNPSZ LFSOFMT3	τ 

	(ÚU[F BOE 7PJHUNBOO 

3	τ 
 TIPVME RVBMJUBUJWFMZ MPPL BT TLFUDIFE JO UIF JOTFU JO
'JHVSF  *UT TVQQPSU JT MJNJUFE UP UIF QPTJUJWF τ BYJT CFDBVTF PG
DBVTBMJUZ 5IF BSFB VOEFS UIF DVSWF TIBMM CF OPSNBMJ[FE UP VOJUZ
4JODF UIF SFBDUJPO JT BTTVNFE UP CF BOUBHPOJTUJD JO BDDPSEBODF
XJUI DPNNPO PCTFSWBUJPOT PG DFMM NFDIBOJDT XF BTTVNF ϱ< 
/PX MFU VT BQQMZ UIF -BQMBDF USBOTGPSN UP FRVBUJPO 	
 8F
PCUBJO
Tεˆ(T)− ε() = αεˆ(T) + ϱ(Tεˆ(T)− ε())3ˆ 	

XIFSF
εˆ(T) =
∞∫

ε(U)F−TUEU 	

'*(63&  ] 1MPU PG -	T
 TIPXJOH UIBU UIF MBUUFS BMXBZT JOUFSTFDUT UIF
GVODUJPO − αT JO UIF EPNBJO PG QPTJUJWF T JG α JT QPTJUJWF
BOE 3ˆ BSF UIF -BQMBDF USBOTGPSNT PG ε BOE UIF SFTQPOTF GVODUJPO
SFTQFDUJWFMZ 3FBSSBOHJOH FRVBUJPO 	
 BOE TFUUJOH -(T) = ϱ3ˆ XF
PCUBJO
εˆ(T) ∝ − -T(− -)− α , 	

XIJDI IBT B QPMF BU TPNF TQ XJUI TQ	− -	TQ

=α PS
-(TQ) = − αTQ 	

XIJDI JT TLFUDIFE BT UIF EPUUFE DVSWF JO 'JHVSF 
-FU VT OPX EJTDVTT BOZ HFOFSBM 3	τ 
 UIBU MPPLT RVBMJUBUJWFMZ BT
TLFUDIFE JO UIF JOTFU PG 'JHVSF  *U JT PCWJPVT UIBU 3ˆ XJMM BMXBZT
CF NPOPUPOJD BOE EFDBZ UP [FSP BT T CFDPNFT MBSHFS UIBO τ  CVU
BQQSPBDIFT VOJUZ GPS TNBMM T 'PS QPTJUJWF PS OFHBUJWF ϱ UIJT MFBET
UP UIF TPMJE PS EBTIFE DVSWF SFTQFDUJWFMZ SFQSFTFOUJOH UIF HSBQI
PG -	T
 JO 'JHVSF 
5IF HSPXUI SBUF PG UIF EJTQMBDFNFOU PG UIF .. JOUFSGBDF
XIJDI DPSSFTQPOET UP UIF QPMF PG εˆ(T) JT EFUFSNJOFE CZ TFFLJOH
UIF JOUFSTFDUJPO UIF HSBQI PG -	T
 XJUI UIF HSBQI PG  − αT  "T
EFNPOTUSBUFE JO 'JHVSF  UIFTF JOUFSTFDUJPOT BMXBZT MJF JO UIF
EPNBJO PG QPTJUJWF T JG α JT QPTJUJWF OP NBUUFS JG ϱ<  PS ϱ> 
)FODF XF DPODMVEF UIBU BOZ BDUJWF SFTQPOTF FOUFSJOH UIF FRVB
UJPO PG NPUJPO MJLF FRVBUJPO 	
 XJUI 3	τ 
 QPTJUJWF OPSNBMJ[FE
BOE SFBM XJMM DIBOHF UIF SBUF PG HSPXUI PG UIF SJQQMF BNQMJUVEF
CVU OFWFS TUBMM UIF JOTUBCJMJUZ /PUF UIBU UIJT EJTDVTTJPO DPOTJEFST
BDUJWF CVML SFTQPOTF POMZ "DUJWF TVSGBDF NPUJMJUZ JO SFTQPOTF UP
GMPX <SIFPUBYJT 	%BMPVT FU BM  -JNB FU BM 
>NBZ CFIBWF
EJGGFSFOUMZ CVU OFFET UP CF GVSUIFS JOWFTUJHBUFE 8JUI UIJT DBWFBU
JO NJOE XF NBZ TP GBS DPODMVEF UIBU BDUJWF NFDIBOJD SFTQPOTF
BT PCTFSWFE XJEFMZ JO MJWJOH DFMMT UPEBZ IBT WFSZ QSPCBCMZ OPU
FWPMWFE JO BODJFOU .. JO BO FGGPSU UP FWBEF UIF )* JOTUBCJMJUZ
MFBEJOH UP ,JOOFZJB SJQQMFT
 -FTTPOT GSPN 4UPSN 8BWF %FQPTJUT
"O BTQFDU XF IBWF OPU BEESFTTFE TP GBS JT UIBU ,JOOFZJB JT
NPTU GSFRVFOUMZ GPVOE PO QBSUJDVMBSMZ UIJDL MBZFST PG TFEJNFOU
EFQPTJUFE JO MBSHFTDBMF TUPSN GMPPE FWFOUT 5IF)BSVDIBT PVUDSPQ
	'JHVSF $
 GPS JOTUBODF TJUT JO B NPEFSO ESZ SJWFS CFE XJUI
,JOOFZJB PO UPQ PG B TJMUTUPOF MBZFS BT UIJDL BT BCPVU  DN XIJDI
'SPOUJFST JO .BUFSJBMT ] XXXGSPOUJFSTJOPSH +VMZ  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
)FSNJOHIBVT FU BM 'PTTJM 1BUUFSO GSPN .JDSPCJBM .BUT
'*(63&  ] 1PTTJCMF TDFOBSJP GPS GMPPEJOH PG B MJUUPSBM BSFB EVSJOH B
TUPSN FWFOU 	"
 #FGPSF UIF FWFOU 	#
 %VSJOH UIF TUPSN XJEF BSFBT BSF
GMPPEFE XJUI XBUFS DBSSZJOH MBSHF BNPVOUT PG TFEJNFOU BOE NJDSPCFT 	EBSL
HSBZ
 GSPN UIF TFB GMPPS BSFBT " TIBMMPX CBSSJFS PG BDDVNVMBUFE TFEJNFOU
FNFSHFT 	$
 "GUFS UIF FWFOU UIF GMPPEFE BSFBT SFNBJO DPWFSFE XJUI FYUFOEFE
MBHPPOT EVF UP TFEJNFOU CBSSJFST DMPTF UP UIF TIPSF .JDSPCFT IBWF UJNF UP
TFUUMF EPXO BOE GPSN UIJDL GJMNT PO UIF CFEEJOH QMBOF 	%
 "T UIF GMPPE ESBJOT
UISPVHI HBQT JO UIF TFEJNFOUBM CBSSJFS UIF XBUFS NPWFT XJUI BO JODSFBTJOH
GMPX WFMPDJUZ "T UIJT SFBDIFT BQQSFDJBCMF WBMVFT UIF IZESPEZOBNJD JOTUBCJMJUZ
TFUT JO GPSNJOH ,JOOFZJB SJQQMFT
JT NVDI UIJDLFS UIBO UIF BEKBDFOU TUSBUB BT GBS BT UIFZ BSF WJTJCMF
JO UIF PVUDSPQ *O DBTF PG UIF /FVSBT PVUDSPQ 	'JHVSFT "#
 UIF
FWFOU EFQPTJU PO XIJDI UIF ,JOOFZJB XFSF PCTFSWFE XBT _DN
UIJDL 5IF DPSSFMBUJPO XJUI TUPSN XBWF EFQPTJUT DBMMT GPS FYQMBOB
UJPO BOE NBZ SFTVMU JO NPSF WBMVBCMF IJOUT BT UP JUT NFDIBOJTN PG
HFOFSBUJPO
3FDBMM UIBU EVSJOH UIF UJNFT PG GPSNBUJPO PG UIF ,JOOFZJB GPTTJMT
GSPN 'JHVSF  XIJDI MJFT JO UIF 1SFDBNCSJBO UIFSF XFSF OFJUIFS
QMBOUT PO UIF MBOE NBTTFT OPS CVSSPXJOH BOJNBMT UIBU DPVME
IBWF DBVTFE CJPUVSCBUJPO PG BOZ LJOE UP UIF QSFEPNJOBOUMZ GMBU
TFEJNFOUBM EFQPTJUT JONPTU MJUUPSBM BSFBT 	'JHVSF "
 )FODF UIF
UPQPHSBQIJD DPOEJUJPOT GPS ,JOOFZJB GPSNBUJPO XFSF GBWPSBCMF
CVU XF OFFE UP VOEFSTUBOE XIBU DPOEJUJPOT NBZ IBWF MFE UP UIF
HSPXUI PG .. BOE UP UIF GPSNBUJPOT PG SJQQMFT JO UIFN 8F XJMM
TFF UIBU TUPSN GMPPE FWFOUT QSPWJEF B RVJUF OBUVSBM CBTJT GPS UIJT
CPUI UP IBQQFO
-FU VT JNBHJOF B GFX DPNNPO GFBUVSFT PG TUPSN GMPPE FWFOUT
'JSTU PG BMM UIF XBUFS MFWFM SJTFT CZ VQ UP TFWFSBM NFUFST BOE UIF
MBOE DMPTF UP UIF TIPSF JT CFJOH GMPPEFE CZ XBUFST DBSSZJOH B MBSHF
BNPVOU PG TFEJNFOU XIJDI JT TUJSSFE VQ GSPN UIF MJUUPSBM SBOHF
PG UIF TFB GMPPS 	'JHVSF #
 "T B DPOTFRVFODF MBSHF BNPVOUT
PG UIF IFBWJFS GSBDUJPOT PG UIF TFEJNFOU 	TBOE BOE HSBWFM
 BSF
EFQPTJUFE DMPTF UP UIF TIPSF MJOF 5IFTF EFQPTJUT GPSN CBSSJFST UIBU
QSFWFOU QBSUT PG UIF XBUFS GMPPEJOH UIF MBOE GSPN GMPXJOH CBDL
JOUP UIF TFB BGUFS UIF TUPSN 	'JHVSF $
 "T B DPOTFRVFODF UIF
MBOE DMPTF UP UIF TFBTIPSF VQ UP NBOZ LJMPNFUFST JOMBOE NBZ
SFNBJO GMPPEFE GPS XFFLT BGUFS UIF TUPSN IBT DFBTFE %VSJOH UIBU
UJNF UIF MJHIUFS TFEJNFOUBM GSBDUJPOT XJMM TFUUMF PVU PG UIF TFBXBUFS
POUP UIF GMBU MBOE CFEEJOH "NPOH UIFTF MJHIUFS GSBDUJPOT UIFSF
BSF JO QBSUJDVMBS UIF NJDSPCFT UIBU IBE QPQVMBUFE UIF MJUUPSBM TFB
GMPPS BSFBT BOE XIJDI IBE CFFO TUJSSFE VQ BMPOH XJUI UIF NJOFSBM
TFEJNFOU *G UIFSF JT FOPVHI CJPMPHJDBM NBUFSJBM CJPGJMNT XJMM CF
OFDFTTBSJMZ DSFBUFE PO UIF GMPPEFE MBOE KVTU CZ TFEJNFOUBUJPO *G
UIFTF GJOE TVGGJDJFOUMZ GBWPSBCMF DPOEJUJPOT 	TVDI BT FOPVHI MJHIU
QFOFUSBUJOH UISPVHI UIF XBUFS MBZFS
 ..NBUT BSF FBTJMZ GPSNFE
5IFZ NBZ DPWFS FOPSNPVT BSFBT XJUIJO UIF GMPPEFE [POF
/PX XF DPOTJEFS IPX UIF XBUFS ESBJOT CBDL JOUP UIF TFB
	'JHVSF %
 5IJT XJMM IBQQFO UISPVHI DSFWBTTFT JO UIF CBSSJFS
EFQPTJUT 5IF WPMVNFUSJD GMPX SBUF UISPVHI UIFTF DSFWBTTFT JT
MJNJUFE 	BOE UIFSFGPSF MBSHFMZ EFUFSNJOFE
 CZ UIFJS TJ[F *G UIFO
UIF IFJHIU PG UIF GMPPE JT) UIF GMPX WFMPDJUZ 7 BU XIJDI UIF GMPPE
SFDFEFT CBDL JOUP UIF TFB TDBMFT BT 7 ∝ ) XJUI UIF GMPX SBUF
UISPVHI UIF DSFWBTTFT EFUFSNJOJOH UIF QSFGBDUPS )FODF UIFSF XJMM
CF BMNPTU OP QFSDFJWBCMF GMPX WFMPDJUZ GPS BO FYUFOEFE QFSJPE PG
UJNF BGUFS UIF GMPPE CVU JU XJMM CVJME VQ UP DPOTJEFSBCMF WFMPDJUJFT
	VQ UP UZQJDBM UJEBM DVSSFOU GMPX PG PSEFS NFUFST QFS TFDPOE
 BT UIF
GMPPE DPNFT DMPTF UP JUT FOE 	)→ 

"T B DPOTFRVFODF B TUPSN GMPPE QSPWJEFT B QFSGFDU TDFOBSJP GPS
,JOOFZJB SJQQMFT UP GPSN UISPVHI UIF )* NPEFM 'JSTU UIFSF JT BO
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